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JVJau weifs, AbSb äaa sphärische Pendel eine Cnrre beschreibt, we 
gröfsten nnd kleinsten Entfernang von der Gleichgewichtslage immer zwei t 
Engelkreise bertihrt Es ist die Aufgabe der vorliegenden Arbeit za antersi 
das Foucanlt'sche Pendel hierin analog wie ein sphärisches Pendel verhält, 
nntersnchen, ob dasselbe darcb die Gleichgewichtslage geht, oder wie weit es 
nähert, und ob die Bahncnrre vielleicht auoh bei jedem Hin- nnd Hergang 
kleinen Kreis berührt 



I. 

Es sei ein festes rechtwinkeliges Coordinatensystem angenommen: Dei 
liege im Mittelpunkt der Erde, die posiüve Z-Aze sei nach dem Nordpol 
positive X-Axe im Äeqnator nach dem Meridian des Anfhängepnnktes des 
positive F-Axe senkrecht dazn im Äeqnator nach Osten, also in der Richtnn) 

Ein zugleich mit der Erde bewegliches Coordinatensystem habe den i 
des Pendels als Anfangspunkt, die positive z- Ase nach unten in der Bichtun 
die X'Axe horizontal nach Süden, die y-Axe horizontal nach Osten. 

Die Coordiuaten des Centrums der Erde sind dann zu Anfang der 
Bezug auf das zweite System: 

Xg = — a sin y cos / + ft cos r sin r' ' 

Zg = a ooB r cos / + b am Y sin /, 
wo a der Radius des Aeqnators, b die halbe Botationsaxe, ;* der Neignngswii 
gegen den Äeqnator und / die excentrische Anomalie in der Meridianellipse 
seien auf der nördlichen Halbkugel positiv genommen. Für den Fall, dafs 
Engel wäre, wtirden beide gleich der geographischen Breite werden). 

Ist nun n die Winkelgeschwindigkeit der Botatioo, so hat man di< 
verwandelung 
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= Bin Y C08 nt Jf + ein y sin nt Y — cob yZ 

= — Bm nt X + COB nt Y 

■=■ — COB X coß n/ X — C08 j- sin n( F — Bin yZ, 

: bei orthogonalen Snbstitntionen, die Determinante der Richtnngs- 

ie UoterdeterminaDte eines ElementeB gleich demselben ist, so sind 

C08 n< (JT — x^ — sin nt y — cos ;- cos a/ (i — z^ 
sin nt {x — x^ + cos »2 ^ — cos ;- sin nt (r — x^ 
% r (^ — ^c) — sin X (z — ?(,)■ 

ischwindigkeiten des Fendelknopfes in Bezng aaf das rariabele 
h die Riebtang der Gomponenten naoh den festen Goordinatenaxen 

+ ~^-~ y + "ö — z = nuy vxunt X ~ %m nty — cob y cos «/ z 
+ —s — y* + -~ — z' = BIO ;■ sin M( x" + cos n/ y" — cos y sin n/ r* 

le dieser Qrörsen iBt auch = y* + y'* + 2'* wie es sein mafs. 
lea Pendels von dem Funkte, in welchem sich die z-Axe nnd die 
den wir als Centmm der Anziehung betrachten können, sei R 
0)', eine GrOfee, die wir während der Bewegung ohne merklicben 
achten können und in der wegen der Abplattung der Erde Z^ ne- 
V ist, d. h. ftir nördliche Breiten. Ist nun G die Anziehungskraft 
ier für alle Breiten als conBtant annehmen wollen, so hat man zu- 
eichuDgen : 

Fläche ist, auf der das Pendel zo bleiben gezwungen ist, und N 
,che oder den WiderBtand des Fadens bedeatet. Nun findet man 



\*X + sin r COB nt a!' — sin nt y" + cob r cos n< r" 
\n sin r vas. ntsi — 2n cos »f y" + 2n cob r sin n/ i 
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-TTj- = — n*Y + sin f ein ntaf' + cob nty" — oob y bid 
+ 2n sin y cob ntaf — 2r bid r^ u' — 2r cob 

— j- = COB ;< ;r — BID ;• 3 

Hnltiplicirt man die obigen Bewegangsgleicbnogea der Reihe i 
sin Y C08 "'. aio y wi tU, — cos y 
Dod dann reapective mit — ain nt, cos tU, 

nod BchlierBlich mit — cob ^ cos nt, — cos y ein nt, — sin y 

und addirt jedesmal nnd ersetzt X, T, Z, so wie -j7r> ~^W' ~J, 

relativen Bewegung variabelen Coordinaten, so erhält man, wenn / di( 
DifrerentialgleichuDgen der Bewegang zunächst in der Form 

:r" H -j 2n sin yi/ + (x — xj l-^ — n*\ + cob j 

y" H ^ + 2n Bin ya! — 2n cos yz' + y i-^ — iA 

z" H Y + 2n coe yy* + (z — x^ (-^ — n*j + Bin > 

Dieselben vereinfachen sich noch, da aacb 

x^ = Z^ COB y 

Zc = ^ + Z^ sin y ist, 

und fUr Z ohne merklichen Fehler R sin y + Z^ gesetzt werden ka: 
Wertb schwankt und ihn in der Gleichgewichtslage annimmt. 

Bierdnreb werden die Bewegungsgleichangen ohne Veri 
in n' mnltiplicirten Glieder, die die Gentrifagalkraft dars' 

x"+(-j- + -5- — n'jx = 2nBmyj^ 

y" +(-r-*-"B"~'*')y ~ — 2» sin yx* + 2n 008 

j" +(^ + ^ — n»)^ — (G — n»coBr*.Ä) = — 2nco8 

Hierbei ist vorausgesetzt, 1. dafs die Erde ein Rotationsellipsoi 
genen zur Drehnngsaxe symmetriBchen Schiebten besteht, 2. dafs die 
G, für jede Phase der Oscillation constant ist, 3. dafs die Erde aufsi 
'Bewegung hat, 4. dafs das Pendel nicht in einem widerstehenden Mei 

Die Anziehang der Sonne nnd des übrigen Weltalls ist anf die 
ohne Einflufs. 

Die Winkelgeschwindigkeit der Erde ist, wenn man die Sterm 
betrachtet, n = 0,00007123. 
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0,000000005074 kann aleo uur ale TerBchwiiideQd klein betrachtet werdeD, 
it GrSfBen von der Ordnung des Erdradias mnltiplicirt ist. So ist der 
9 yS am Aeqnator und an den Polen = 0, hat aber bei 45° nardlicber 
eite das Maximum oder Minimum ± 0,128 Meter. Wttrde man aber diese 
.chlfissigen und der KUrze halber 

G — w* cos y'Ä = g setzen, 
Bewegungsgleichungen die Form: 

x" + Nar = 2n sin yt/ 

y" + Ny = — 2n sin ya/ + 2n cos fi 

z" + Nj — jr = — 2» cos yy* 

i Bedingungsgleicbnng 

^» + y' + 2^ = /* tritt. 
1 Seiten dieser Gleichungen können wir als StörnngBglieder betrachten ond 
iBt mit Vernachlässigung dieser die Gleiehnngeo integriren, am eine erste 
halten. 

ition werde nun die Hamilton'sche Methode angewandt 
endenten Goordinaten, welche die Bedingnngegleichung (2) flberäüssig 
Poiarcoordinaten 

?i = * ?. = V. 

X = 2 sin # cos ^ 
^ — / sin ^ sin ^ 
z = ; cos * 
eiehuDgen sind und /, wie oben, die constante Pendellänge ist 
3 halbe lebendige Kraft 

T = I (*" + y" + t") = I (#'» + sin« » V/*). 
ttzen 

''• =!!=''"■'" *_'^- 
''=2?('';+sfc)- 

I ist im ungestörten System 

n = gz := gl cos &. 
iohung 

T = U — a (wo a eine Constante ist) 
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wird also 



2V('''-*-liF*)=»'"»»*-°- '»> 

a Hetho 



SnbBtitnirt man hier nna nach der bekannten Methode 

a» 

nnd ^^ m,p,. 

Bo erhalt man die Differentialgleichung 

(|^)'8in»* +(|^)* = 2 i* ff sin* * cos * - 2 a i» Bin' . 

eine Gleicbuog, in der wir noch ß* — ß' addirt haben und die dan 

den zerfällt: /Ajr\* 

Bin» & i~~) =2? Bin» &ilgeoB& — a)~ 

Die Integration dieser beiden Gleichangen liefert sofort 

ff,_ r\P sin' »(2glism» — 2a) — ß' .^ 
^ ein* 

nnd die letzten Integralgleiehnngen sind bekanntlich 

_ p — f*8i n-9rf * 

~'~ ./YP8in"*(2 5!cos* — So)— /»" 

«■= C ~''''* I 

P ^»inJ VPsin'*(2jioos* — 2o) — ^" 

oder, wenn man z statt / cos * schreibt, 

y» l^ 
VCP-2')(2 5S-2<.)-/!' 

._ /! — /"<fc 

l" '- J(('-2')V(?-j')(2jr-2.p:i 

also ein elliptiscbes Integral erster Gattnng and eins dritter Oattnnf 

a' ist die Anfangszeit, ^ der Änfangswertb des Azimutfas yp. 

ß als Gonstanten des Satzes der lebendigen Kraft and des Fläehens 

den Gleichungen z«^'. + ^^in»* v"- 2ff/cos* = -2a 

Päa'^tf/ = ±ß 
darch den Anfangsznstaod des Pendels hestimmt. Bei ß ist, da CB ( 

xf/ =: --^ haben mafB, das obere Zeichen zxl nehmeD, wenn sich da 
gesetzten Sinne des Uhrzeigers bewegt, sonst das untere. 
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endel ist ß natllrlich = 0. 

*)(2gz-2a)~el' = 2g{a-z)[b-t){e-z), 
>, c reell und wenn a > Ö > c ist, so ist 
i > a >0 

— l > C > — CO. 

let sieb das Pendel in seinem tiefsten, flir 2 = d in seinem b^chsten 

ft während der Bewegung immer alle reellen Wertbe zwischen a 

ijiB (6) finden sieb ooch die Gleichungen 

» = ff (« + Ä + c) 

* =^ 2 g[ia + b + c) (be + ca + ab) — abc] 

ibaog 

*— — (be + ca + ab) 

st nnd o nach den eben gefandenen Gleicbaogen tod der ersten, 

insion in Bezog auf die Pendellänge ' ist, so giebt die Gleicbung 

ir '/jten Dimension in /. Man kann also bieraas schon schlielsen, 

^szeiten eich wie die Quadratwurzeln aas den Pendel- 



n. 

fs'scbeD Bezeicbnangen für die elliptisohen Functionen aollen im 

irden. Zu ihrem Verständnifs sei kurz Folgendes erwähnt. 

~ "i) (' — ^) {' — ^ = 4 s' — g^s — ff, ist, also auch «, + e^ + e, 

V« •/^fs^ •/(«-»,)Vä 

illiptischen Integrale, 1., 2. und 3. Gattung. 

» = 2 /^ ist die reelle, 
f. ^ 

9' = 2 f.- die rein imaginäre Periode, 
*. ^ 
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lat » =: /-^ , 80 ist t = p(u)= ^i - eine doppelt p 

D.beri8l fliL^^. 
*/ y^ (TW 



stets endliche FnnoUon, die zn Anfang jeden Periodenpsrallelogramt 
ihr erster Differentialqnotient dort 1 ist. Schliefalich seien noch deSi 



i c (u + w + «') 

(• + «') 
— 1" 
9 g (W + tut') 



Der Tresentliclie Unterschied der Weierstrafa'Bchen elliptischen 
Jafcobi'schen ist der, dafs die ersteren von dem Argument nnd noch 

nnd 9, abb&ngen, jedoch so, dafs Gleichungen von der Form <!{u,g^, g,) = 

ftlr jeden Werth von m bestehen, während die letzteren einfach toi 
Modul abhäD^n. 

Znr Transformation der Integrale (4) and (5) anf die Normt 
BÜtntion 



3ff 
a 



-f» 



s» 



— «1 



BO iBt «!>«,>«! Dnd ej + «^ + «s = naob (7); 

femer ist o — z = t — «^ 

6 — z = I — «^ 



«■ = - 



!« — «, 

o — J 



- «I o — « 

g duchlliDft während der Bewegung die reellen Werthe zwiechen e, i 
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Setzt man anch 

(10) 1/-^«-«') = -«, 

80 wird 

dz — ds — ds 



du = 



V4(« — z)(Ä — 2)(«— *) V4(»— «.)(*- e,)(« — «i,) }/ S 
Hier ist S auch = 4 s' — g,t — g^, wo g^ nnä jts ^'^ Invarianten der DrsprOnglioben 
— z*) (2gz — 2a) — ß* sind, nfimlich: 

_./_^. 2« 2a' \ 

^'~ \2g "^ 3s 27^/' 
len tiefsten Pankt des Pendels als den Änfangspankt der Bewegung, so wird 
od s =: e^, also ist 



«Vvl "" °"'' 




tt OO OB 


FolgHoh 


» =y (« + «■) = «, + («, — «j («,-«,) -^ 




Z = J008» =„ -(e,-,,)K_^^ 




= „_(«_J)(„_„)^. 




*» - "'■'» 




•^ (?-«■) V(P - z')(2yz- 2») -/!■ 




ßldt 




■ . l^(''-(^-)')v^ 




ß d, ^ dl 


1 


^ c + ^-'JV"« (;--jj- + .)v«" 


1 


/! 1 <«• <& 




ilt 




••^ ' + -^> «. 




«, =»-i + -^>-«' H 
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Bo sind, wenn mao 
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Sjg = ■■«■ »«'^'' 



dt aod a, reelle GrQfeen nnd man bat 



— 2 + 



3j 
a 
3s 



= — ;+ ■ 



Hieraaa folgt 



+ 6 = /» (m + »«,) — (^ = 
+ c — p (« + ia,) — e^ = 
+ a = p (in,) 



<(« + 
o' (w + 

(;■(» + 

of {» + 



+ e = pl.ia,) 



Ziehen wir hier die Wurzeln ans nnd bestimmen die Vorz 
Functionen, die wir BCblierBÜch recht« erhalten, dieselben 
ist nach (16) 



(" 



-= V(.,-.,)- 



± V/+4 



_ g^ ( « + iOj) _ 



(w + iflj) 
Ebenso findet sich aus (16): 



V(«>-«.)^ 



1^ ('»l) 



' " ("Ol) 



± i y; — » ! 



" (in,) 

i'il 

Wo,) 
_(ffs)_ 

• (io,) 
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: — ^ *80 wird 

(£ + /}; dies ist nach (16a) 
h iot) <^ (m + fg,) 
■l-tfl,) 



- c) oder oach (16a) 



p' (ia,) — besteht 
Terthe in (13), ao ist 



+ iaj) V S 2 / (p («+«') — p (w,)) VS" 

1 . t^(m-» + fa.)o;(w+ia,) 
2i oi(ii — « — ioi) «^ (m — io,) 

^ + 1 ■ .t(«+fa,)^(»+fa.) 

;*2.'°».4(B-i»,)»i,(»-ia,)- 
[12) ond (18) ab (elliptiache) Fanctionen roD u, 
. Eb IseseD aicb auch leicht die trigonometrieoheti 
Faoctionen Ton u ansdrtlcken. 



•■';r(5j.;J 



'(fa,)»'»\ 



-«.)(«>-«.);t^^-; 

ictioneo folgt hieraus 

-<«i) _f^ . <i;i(« + ia.)«^(tt — fg.) 

~ "i) ^ <^ (tt + fa,) (^ (m — ia,) 
u) o* (m,) ff* u 
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Q* = ff, (k + ia^ (^ (a — ia,) ffj (w + <a,) ff, (« — fa,), 
BO folgt durch HoltiplicatioD der beiden letzten Gleichnngen: 

(^ (zoi) <f' (ttl,) ff, («) 

JBin»= ^'V^TH Lg-, 
ffi(iOi)ffto,ff; u 

welches dasselbe Vorzeichen hat wie ± /!. 

Darob Snbtr&ctioD und Addition der beiden Gleichungen kann man aneb 
Darstellang von /cos^ oder z nnd eine in u identiBche Gleichung ftlr / erhal 
im Folgenden aber nicht brauchen werden. 

In der Gleichung (18) setzen wir 

tf + I « * .^ + — F» 1 = » (eine reelle Gröfse) nnd -^ , '■ ■■- '; t-- 

'^ V oi ia, ff ia, y ' <^ (a — ioj <% (u — i(^ 

Bo ist i/>=- v+ L 

und cos V = OOB V cos // — ein v sin £ 
sin V = sin t) cos i/ + cosv sin Z<. 
Femer findet man durch Trenunug der reellen und imaginären Theile vi 
2 ö cos Z* = ff, (tt + ioj) a,(u + ia,) +<f,iu — itii) <t,(u — iaj 
2 i Ö sin I. = (^ (a + tOi) <^ (a + ia,) — »^ (« — ta,) ff, (a — ia,), 
nnd wenn man die Werthe von cos L und sin L in die vorhergehenden Glei 
setzt, erhält man schliefelicb 

ei —ei 

2 ö cos ip = e <tgitt + ia^) «^ (u + ia,) +e ff, (« — ia,) <% (a — i< 

•i —ei 

2 1 j? sin ^ =: ff, (u + i(^) ff, (a + ia,) — e ff, (a — ia^) a, {« — üi 



m 

Beracksichtigen wir unu auch die stOrenden Eiilfte. Dieselben sind hier i 
DifferentialqnotienteD einer StUmngsfnnction. In unserem Falle existirt also ke 
fuDCtioB. Rechnen wir itir jetzt die störenden Kräfte mit zu den bewegenden 
existirt demnach auch keine allgemeine Kräftefunotion. 

In diesem Falle kann man die Bewegnngsgleichungen nach Jacobi's Dyna 
(9) schreiben: 



dl 


dT 
-dp,' 


dt 


-^-^ 


äq, 

dl 


dT 
dp,' 


dl 


-^-^ 
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0. 


= X 


dx 


-^ 






ßl 


= x 


dx 


+ 7-^ 


+ 2^ 


I 






dq. 


dq. 


<*?. 




!'i = 


= » 




Pi = 


;•*' 




». = 


= « 




Pi = 


i* ein* * 


v 



In noBerem Falle ist 



und die KräftecomponeDten sind 

X= — Njt +2n8iDry' 
Y = — Ny — Znein^y + S» cos y ** 

Z= — Nz + ff — 2n cos y y*. 

Die Componenteo der sterendeu Kräfte 

JJj, = 2 n sin ;• y* 
JJ„ = — 2 n sin y ir" + 2 n cos y z' 
J2^ = — 2 n cos y y* 

kanB man sich nan zerlegt deokcD io drei auf einander senkrechte Kräfte, die in der 
BichtUDg der Folarcoordinaten wirken, nnd zwar 1. in eine Kraft J3,., die senkrecht anf 
die Engeloberfläche wirkt nnd darob die Bedingung, dafs der Fnnkt anf der KngeUäche 
bleiben mnfs, zerstört wird; 2. in eine Kraft Si^, welche tangential im Meridian der Kugel- 
fläche wirkt ; 3. in eine Kraft Si^ , welche in der Richtung der Tangenten am Parallel- 
kreise wirkt 

Nach dem Satz der Zerlegung der Componenten ist nun 

ü^^ü ^+fl ^+J3 ^ 

Setzt man hier die obigen Werthe von ßg., ii„, S^ ein und diflerentiirt die Snbstitntions- 

gleichBügen: « = ;,!»*««* 

y =: /sin^sini/' 

z = 2coa^, 
so erhält man leicht 

J2j = 2nPB\u& (sin y cos i> + cos y sin * cos t^) -^ 
Ä^ = — 2 n /■ sin * (sin y C08 5 -4- cos >■ sin ^ cos ^) ~ 

Die Bewegungsgleichungen, die zn Anfang dieses Abschnittes sich finden, kann man 
nun, wenn man # und i/> statt y^ nnd 9, setzt nnd in Q^ und Q, die störenden Kräfte 
von den Uhrigen Kräften trennt, folgendermalken schreiben: 

un„z8CD.^iOOQle 
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d» 87 . . 
dxl, ST 


= a 


*, 8(7-P) 
dl 8* 
rfft 8(7-!7) 


• Psm'y ' 


d« Stp 



WO i3^ und J3^ die zuletzt berechneten GrOrsen sind. Die beiden GleichnDgen links sind 
keioe anderen als diejenigen, welche oben Pi nnd p^ definirten. 
Nun ißt —a=T—ü, 

da _ 9(T—U) d9 9{T—Ü) dip d(T—U) dp^ 
"^° dt~ 9# rf/ '*■ 8^ dt 9p, di "•"' 

Setzen wir hier nun die Werthe von -7- , -~-, -j^ , -~^ %U8 den le 
dt dt dt dt 

ein, so wird, wenn man berücksichtigt, dar» ^ — = ^ und ^ — 

ap, öp, öpj 

die Gleichung sich Tereinfachen in 



dt 



f » * Psin'* ■ 



Dies ist aber vermSge der gefundenen Werthe von ä^ und ^2^, tdentiscl 

Hau hat also ~ ~j; = ^- ^'^ '^t a auch in dem geetßrten Systi 

der Satz von der Erhaltung der lebendigen Kraft gilt auch Fl 
System. 

Oder die lebendige Kraft ist gleich der Kräftefunction vermehrt u 
a; nnd da die Kräftefunction /jroos^ ist, kann man sagen: 

Die lebendige Kraft, also auch die Geschwindigkeit, is 
schlagswinkel ^ abhängig, vom Azimnth y» aber unabhängig. 

Natürlich gilt dies nur, weil der Luftwiderstand unberücksichtigt { 

Ferner war das erste Integral des Flächensatzes 

ß=P, 

Also ^=^ 

*'^ dt dt 

_ B{T-U) 

Wl^ ^^f 

=^ ä^, da ifi in T—ü nicht vorkon 
Setzen wir in die Gleichung dß 
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rth ron S^ ein, so ist 

■ — — 2ii(8inyico8* + COB r l Biu &■ &ta tft) l am ^9 -^ . 

2 n ein r ^ cos ^ sin # -^ lälat sich sofort integriren and giebt 

n sin ;• i* cos* & + Constans. 
erhalten, haben wir durch Differentiation von (12): 

■ n<^ j , w . au(j,u<t.u du 
ni.*^ = 4„(,,-,.)(.,-^)— ^^ — 

und mit 



— (e"* a,iu + iat) <f,(u + ia,) + e-"* a,iu- ia,) a,(u-ia^) 

I rechts sind fUr die Conetanten die Wertbe zn setzen, die sie im nn- 
laben. 



IV. 

mn unsere Aufgabe, den Fall näher za nntersnoheo, in dem das Pendel 
ichen Pendelversnoh nahezu in einer Ebene schwingt und onr dnrcb die 
IS derselben entfernt wird. 

i^all ist in erster Annäherung -^ also auch ß (die Constante des Fl&chen- 

^nauer eine nnendlicb kleine GrSfse von der Ordnung der störenden 

en wir die Wurzeln der Gleichung 

- z*)(2 g X — 2 a) — ß' = 2 g(a — z){b — z){e~z) = 

ligenden positiven Potenzen von ß entwickeln. 

ß = die Wurzeln 

a = l 



c^ — l 

da nur ß* (nicht ß seibat) in der Gleichung vorkommt, die Warzeln 
en Coefficienten i\, e^, ^ bis auf die Glieder zweiter Ordnung in der 
a = / +Ctß* 

e = -l+e.f 
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Dann liefert die Vergleichnng dee CoefBcientea von ß* in i 

eine Gleichung, die in z idenüscb sein rnnfs, also in drei Gleich 
c^, e, nnd c^ sich linear bestiminen lassen. So erhält man die \^ 



b = 






4 / (5/ + o) 



HieraQS folgt nach (9) 



«1 
«■ = 



_ Sgl + a 
Sg 



ig 



-igl-i 



and 



«. — ».= 



il - 
gl— 



g 

gl + o 



iHgl + a) 

2gtf 
il(gl+<,){gt—<,) 
ß' 
' mgl—a) 

2nfC 



4/(y'? — «•) 
(3 ?'+«)/»■ 
4i(,'?-«>) 

"■ '■ , ^ 4((,'P-»') 

Die dritte Gleichnng (15a) liefert nan mit Kücksicht anf (23) nnd 



Also ist - 



zwar findet man 



g «1 

1«! +.... (höhere Potenzen von ia^) in der erst 



"■ ^2/(5;+«) V27- 
Ehenso liefert die erste Oleichnog von {16a) die Relation 



1/ ß' _«,{ia,) 
^'' il(gl-a)-«(la;) ' 



'><<h 



in der ersten Aonähemng oo and ia^ also Dal 



TOD gaDzen Perioden). Setzt man daher 

»Oj = ± w' + d ia,, 
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lo, + •••), 



= — «.• — 

unltiplicirea und za rednoireo. 






wie sonst, anf die rechts oder 
LbktlTzoDg gebrancbt, nm die 
äritteD Gteicfanng -(22) Dötbig 
ähnlichen doppelten Vorzeichen 



iat. 
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so folgt ftns (22) 

/ ein ^ COB ^ = ±i V «, — «, (e, — e,) — 
oder mit Rücksicht aaf (28) 

/ ein # 008 V = :f sin I /** + B (e, <I «1 + e, ( 

Sei nua jT dt s" + « (*i ^ «i h 

'^=^2+3(ff'/'-« 
BO ist, da ftlr V = /^ d&B Pendel im tiefsten Pnn 
dem böchaten Fnnkt 
Anch ist dann ^8in(jJ' + a^rfa, + ö« 

Also / Bin > cos ^ = coB i/<, V («, — e,] 

Also UÜst sich acblierBÜch (22) zasammenfaaeen ii 

dt 



-2nPßm*^C08^--j- = n 



wo F den Aasdrnok 

bedenteL 

F iBt hier als ganze rationale nnd zwar n 

kann daher, wie wir Beben werden, dnrcb eine Si 

Differentialqnottenten ansgedrUckt werden. Dieae 
Uöglichkeit der Integration liefern. 
Es ist Dämlich 

(c, — &) -1 — = 1 ä — 

**» ~ *»* ^ = e, — Sb — («I - 
Also ist, wenn man dies in (31) einsetzt: 
*'=4(ti — «i)V«, — i-, [(«, — «, — («, — ««)) 

-(*,-*,) -h; 

Also iBt F in (32) als ganze rationale Fnnction t< 
Femer l&lst sich leicbt finden: 
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du* <Jgtt (^ u V ^ ffj «/ 

+ 20 C^ -«,)(«,- e, - 2 (,,- ,j) ^i-| + 24 (e, - ^)' ^ 
^ in folgender Art darstellbar: 



dttrch eine Samme ron -^ — nnd dessen geraden Ableitungen ansgedniokL 

Don ffj tt — ffj M + (e, — ^ 0* tt = ist, 
d tfu ffj Uff, a 

ch 

^V^ — ^ ^ — rf« = arcsiniV«, — e, — ■j + ConstanB. 
(venn man dies and die in (25) gefundenen Werthe io (33) einsetzt, 

%/ dt g du* a^u g ' g du e^u 

+ 12?arcflm(l/i--^^V 

ron der noch zn besümmenden Integrationsconstante. 
' ist 

= _2;£!L5iü(ioi_4/ + ii-12i4^) 
ff, M V g 9,uf 

d a^u , . ff« OgU „ j Ou Oftt 

du <^u ~ ^** ^' a)u ~ (^ tt * 

iea dnrch einfacbes Differentiiren findet 

I giebt in (34) eingesetzt, mit Rücksicht anf (30) nnd (21), den Werth von ß 
■9 1// abgesehen von einer Conatanten: 

.»»,=o»^.[2/Vr^^(/-2/ii) + 2,-...i„(t^|l)] 

u^O, ta, 2w, St», ... sei non resp. 

ß=ß<y, ßu Ä, /»« ••- w>Ä 

■9 ^ J^o» ^u *i» *«» • • • 
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(d. b. fttr die tiefsten nnd hScbsteo Lagen des Pen 
nebenstehende Zeichanng, io der die seitlichen AI 
Deutlichkeit halber im VerhUtnilfi zn den Excnrsioi 
Bind, angedeutet werden soll.) 

Dann isl^ da F fHr u^2«» verschwindet 

(weU J^5^=0 ist), 

ft — ft = H 8in r{i'ooa*», — P oob* &^ 

-2fircoBycoBipT)/'-- -^^^A^ 




Also ist 



--O-i'-f))' 

ßt — ßi = nBxayil* r) +«0OByoo8i(<, 1 — 

Heibt nnn s die Amplitade des Foncanlt^schc 
winke] desselben, so ist 

/ OOB e = b = — . 



/ = / — /C08C = 

9 



l-i = /+ieo8« 

£ 



i* — ^ = /»ain*« 
IT 
Also ist 

ß,— ßi=n»mrP sin* « + n cos y cos Vi 1 '* b 

.=: n/*| Binrsin*« + eiwj'oaB'^ (sin; 



, Google 



22 

ein) FoncaalVscheo PeDdelverBnch das Pendel von eeiner gröfsteii Elonga* 
ieitlicbe AnfangegeschwiDdigkeit losgeloBsen wird, eo ist hier t^ = 0, also 

J u ist es dann in seinem tiefsten Paukte angekommen. 
1 Moment ist 

qnadrirt, 
r — r sin* * = /• — - 




/ sin >, = -. — — 

I man den sinas dnreh den Bogen selbst ersetzen nnd daher giebt diese 
geancbte Abweichung des Pendels tod der Gleichgewichtslage, 
nun den Werth von fi^ ans der Gteicbnng (36) hier ein, so findet 
Pendel von der Gleichgewichtsiage nm die Strecke 

nf I 

' Väi sin f — ^ 1 ^'° ^ *'"* 6 + cos ;■ cos ^, (sin « cos e — e) 

nicht durch dieselbe geht, wenn es im Azimuth Vi ^o" ^^^ Elon- 
) Anfangsgeschwindigkeit losgelassen wird. Hierbei ist l die Länge des 
reite des Beobachtungsortes, g die Attractionsconstante oder die Schwere 
Igesehwindigkeit der Rotatioa der Erde. 

tigt man die Centrifngalkraft der Erde, so findet man leicht ans obigen 
ngen, dafs das Pendel nicht in seinem tiefsten Paukte jt = 0, ;/= 0, z = 1 
ist, sondern in dem Punkte 

i — ^^ 



= n* sin ;' cos ;' A gesetzt ist, 

= C — M* COS* y R, wie oben, ist 

;e der Periodicität der elliptischen Fnnctionen aus (35) folgt 

dafs bei jedem Hin- nnd Hergange des PendeU die Eatfer- 
Gleichgewichtslage dieselbe ist, dafs man also am diesen 
einen Kreis mit dem Radins (37) beschreiben kann, der, ttho- 
iphäriachen Pendel, immer von der Pendelbaho berttbrt wird. 
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Ebenso liegen die Funkte der gröbten Elongatlon in der Peripherie einea Kreises 
mit dem Badine l sin e, denn, da 

am _ _ a(3a) _ <r{bm) _ _ ajl a) _ 
a,m~ oi(3»)~ff.(Ö(»)~ <r(7«) ' 

so folgt ans (12) 

/ cos e = l coa ^1 = 2 008 ^, = . . . . 
I sin e = / sin 'A, ^ 2 sin #1 =s . . . . 
Also «=*, = *,= *g = ... . 

Die Bichtnng, in welcher das Pendel sich zam ersten Uale in den 

den es erreicht, befindet, ist Vi=t-ä'i ^o Pt daroh die Gleicbong (29) df 

- (TW tf(3«) , Hin <;, 3« . 

Da = irs-^ und -5— = ^-5 — ist, 

so folgt aas (35) sofort 

ß, — /Ji = 2 n /• cos y cos Vi (sin » cos ■ — •) 

Beim Foacanlfechen Pendel ist nnn ^1 = 0, weil dasselbe 
ohne seitliche Anfangsgeschwindigkeit losgelassen wird, ß^ ist 
aber, wie wir hier ans (39) sehen, nicht gleich Nnll, also hat das 
Pendel itlr u = 3 « eine seitliche Geschwindigkeit. Dieselbe hat 
es Atru = 7«, 11«, 15«, ..., während es für u = u, 5m, 9<« . .. 
keine hat Demnach ist die Bahn des Pendels beim Hin- 
gänge anders gestaltet wie beim Hergange; die neben- 
stehende Zeichonng sncbt dies zn Teranschanlichen. 

Die Pendelbahn ist hier also nioht ellipsen- 
ftbolich wie beim sphärischen Pendel mit sehr kleinen ' 
Excnrsionen. — 

Ganz anders gestaltet sich dagegen die Pendetbahn, wenn man d 
seiner Gleichgewichtslage ansstsfst 

FOr diesen Fall ist ßf, = und da die elliptischen 
Fnnctionen in (35) iür u = 2 «•, 4 u, 6 w, . . . . verschwinden, 
so ist anch ß^ = ß^ = ßg = .... = 0. Also 
geht das Pendel jedesmal wieder dorch die Gleich- 
gewichtslage and seine Bahn taogirt nicht in der 
Nahe derselben einen kleinen Engelkreie sondern 
nnr in den Uomenten der grSfsten Excnrsionen. 

E^ findet sich aas (35) leicht durch einige Bechnnng 
nach der eben angewandten Methode 

ßi— ßo^ — n/'|Biny8in*< + coByC08Vo(8iii«co8« — 1)\ 
wo ßa = ist in diesem Falle. 
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u = « hat das Pendel hier also die seitliche Gesohwindigkeit, die 
gegeben ist Doch sind anch hier beide Theile der PeDdelbaho 

n; denn ans (39) nod (40) folgt 

ß,= — nP\B\jir ain*« — cobj- cos Vo (ein« cob » — »)( 

1er seitlichen Abweichnngen, d. h. -^ selbst findet sich, indem man die GrSlÄen 
zugehBrigen GrOfsen P sin*^ dividirt, die sich Termittelst der Gleichongen, die 

i)iind (36) stehen, leicht berechnen lassen. Es findet sich nämlich anf diese Weise: 

;sin*=2;V2lflin4-^^ 
2 oJk 

d fUr u die Vielfachen yod m einzusetzen. 

esem Falle ist aber t (der grölste Ausschlagswinkel) nicht darch die Natnr der 

,d& 

dt ' 

findet sich leicht ans der ersten Gleichung (22) mit BOcksicht auf (42) ood (10) 

^ ^ 1 ist, 80 ist die Geschwindigkeit des PendeU im tiefsten Pnnkt 

it Btch daher die Amplitnde iD nnserem Falle 

V2V^' 

.Dgegescfawindigkeit, die daa Pendel durch den Stob ans der Oleichgewiobtelage 
er als 2 \gl, ao schlägt dasBelbe aber. 



: 2 arc 8m ( — =: — r^ J 
<.2V9i <"' 



TV. 



das tiberschlagende Pendel ist, wenn a > 6 > e sein soll, 



J = — / 



2glß' 



«•=37 -^'' «.-'. = -7+' 
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Daher folgt ans (7^) nnd (8,1) 

= ^ „od = ^ 

QDd da die <r-Fnnotioneu im Endlichen nie nnendlich werden, bo können 
nar NoU weiden, wenn ihre Zähler Nall werden. Also 

woraoB folgt, dafe (abgeaehen von ganzen Perioden) 

*ai = »a» = ± »' ißt 
Folglich iet hier oaeh (22,s and s) 

^ 2 ff, {«') am a,u 

a,{u±tt')= V "_^ ' « ff, M 

ff,{»') = « ^ K ' 



Da nnn 



'■ — e. 



ff, « «1 — «1 



2 Bin ^ COS V =^ * ' V «t — e, {e^ — «,) 
Oder setzt man nan wieder 



:p am \v ± —^.— 1 = C06 v^ ; 
so wird mit BerOokBicbtignog von (22,1) schliefelich 






- = — n V«, — «, coe V», i^-^Y * 



wenn 
gesetzt wird. 

Diese Grorse lärst sich als ganze ungerade Fnnetion von ^~-, also 
und dessen gerade Ableitnngen ausdrucken. 

Es ist DSnlich 

K. 0*tt . ff'« 
— «,) -i— = 1 H 
*; « ff, a 

(^ — ej ^ =_(tf,_«^) + (ej_eJ + («, — «,) -J-^ 
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